
混標数局所体の絶対ガロア群の外部自己同型群の
体論的な部分群の非正規性について

西尾優

西尾優 混標数局所体の絶対ガロア群の外部自己同型群の 体論的な部分群の非正規性について 1 / 31



slide

記号

Definition 1

p : 奇素数,

k : Qpの有限次拡大体,

k+ : kの下部加法加群,

mk ⊆ Ok ⊆ k:それぞれ kの極大イデアルと整数環,

logk : O×
k
→ k+ : p進 log関数,

dk
def
= [k : Qp],

fk
def
= [Ok/mk : Fp],

O≺
k
⊆ k× : kの主単数群
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局所体の復元の復習 1

Definition 2

k : kの代数閉包,

Nmk : k× → Q×p : k/Qpのノルム写像,

Trk : k+ → (Qp)+ : k/Qpのトレース写像,

Gk
def
= Gal(k/k),

Pk ⊆ Gk: 暴惰性群.

このとき Gkから以下を関手的に復元するあるアルゴリズムが存在する.

Gk ⇝

k× ⊇ O×
k

k+.
logk

詳細な復元方法については例えば [3]を参照.
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局所体の復元の復習 2

Proposition 3

自然な射

Aut(k) Out(Gk)

は単射である.

Proof: 先に紹介した復元アルゴリズムから以下の可換図式が得られる.

Aut(k) Out(Gk)

Aut(k+)

したがって自然な射 Aut(k) → Out(Gk)は単射である. □
以下この単射で埋め込んだ Aut(k)をOut(Gk)の部分群とみなす.
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主定理

Theorem 4

以下の 3つの仮定が満たされているとする.

(1) 素数 pは奇素数.

(2) 有限次拡大 k/Qpの拡大次数は偶数.

(3) 有限次拡大 k/Qpはアーベル拡大である.

このとき部分群 Aut(k) ⊆ Out(Gk)は正規部分群ではない.
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感覚的な主定理の主張

部分群 Aut(k) ⊆ Out(Gk)が正規部分群でないことから, Aut(k)が Gkか
ら関手的に復元できないことがわかる.

仮に復元できたとすると, Gkの自己同型から誘導される外部自己同型群
の内部自己同型によって以下の図式が可換する.

Out(Gk) Out(Gk)

Aut(k) Aut(k)

∼

∼

これは Aut(k)がOut(Gk)の正規部分群であることを意味している.
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先行研究

本研究の先行研究として, [2], Theorem G, (iii)によって以下の事実が知ら
れている.

Proposition 5

k = Qp(ζp, p
1
p )とする. このとき部分群

Aut(k) ⊆ Out(Gk)

は正規部分群でない.

今回の研究で明らかになったのは k/Qpがアーベル拡大の場合であり,上
記の結果は k/Qpがアーベル拡大ではない場合の結果である. また [2]の
中では非正規性だけでなく NOut(Gk)(Aut(k)) , Aut(k)であることも合わ
せて示されている.
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研究のモチベーション 1

数体の体構造はその絶対ガロア群から復元されることが知られている.例
えば以下の定理が成立する.

Theorem 6 (Neukirch-Uchida)

K/Qを有限次拡大体としたとき,自然な射

Aut(K) → Out(GK)

は全単射である.

西尾優 混標数局所体の絶対ガロア群の外部自己同型群の 体論的な部分群の非正規性について 8 / 31



slide

研究のモチベーション 2

局所体については以下の事実が知られている.

Proposition 7

k/Qpを有限次拡大体としたとき,命題 3の単射 Aut(k) Out(Gk)
は一般には全射ではない.

この命題は例えば Jarden-Ritterの論文 [5]のある結果からしたがう．
次の興味として，Aut(k)が Out(Gk)の部分群としてどのような性質を
持っているのかが気になる．そこで本研究では部分群の性質の一つであ
る正規性についての研究を行った．
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主定理の証明

Proposition 8 (Jannsen-Wingberg)

Gkは dk + 3個の,以下を満たす元 σ, τ, x0, . . . , xdk で位相的に生成さ
れる.

(1) Pk ⊆ Gk は x0, . . . , xdk によって位相的に正規生成される.

(2) σ, τについての関係式 στσ−1 = τpfk が成立する.

(3) 以下の関係式が成立する.

σx0σ
−1 = (xhp−1

0
τxhp−2

0
τ · · · xh

0
τ)

πg
p−1 xps

1
δ,

ただし, s, g, hは以下を満たす正の整数.

g(hp−1 + hp−2 + · · · + h) , p − 1,

πは Ẑ = ∏q Zq の, Zq ヘの射影が q = pのときのみ 1で,それ以外
は 0になる唯一の元である. さらに δはある [Gk,Gk]の元である.
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主定理の証明

主定理の証明

Definition 9

i = 0, · · · , dkで, xiの (O≺
k
)ab/torへの像を zi, k+への像を yiとする.

Pk k+ Gk

O≺
k

O×
k

k× Gab
k

(O≺
k
)ab/tor Gab/tor

k

logk

西尾優 混標数局所体の絶対ガロア群の外部自己同型群の 体論的な部分群の非正規性について11 / 31



主定理の証明

主定理の証明

Lemma 10

{yi}dk

i=1
は k+のQpベクトル空間としての基底になっている.

Proof:
{xi}dk

i=0
が Pkを位相的に正規生成している.

⇒ {zi}dk

i=0
は (O≺

k
)ab/torを位相的に生成している. したがって {zi}dk

i=0
は

(O≺
k
)ab/torを Zp加群として生成している.

ここで Jannsen-Wingbergの関係式 (2)から τは Gab/tor
k

において自明な
元になることに注意する.
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主定理の証明

主定理の証明

Jannsen-Wingbergの関係式 (3)はGab/tor
k

において左辺の共役に掛かって
いる σがキャンセルされ,右辺の τは自明であるので,ある H ∈ Zpを用
いて (O≺

k
)ab/torにおける以下の式が導かれる.

1 = z0
H z1

ps

ここで s, g, hの満たす条件式から H , 0であることに注意する.
また以下の logkを用いた同型が存在している.

(O≺
k
)ab/tor ⊗Zp Qp ' k+

この同型によって i = 0, · · · , dkで zi ⊗ 1はそれぞれ yiに対応している.
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主定理の証明

主定理の証明

またここで以下が成立することに注意する.

1 = z0
H z1

ps

⇒ 0 = Hy0 + psy1

⇒ y0 = −
ps

H
y1 (1)

ここで {zi}dk

i=0
は Zp加群としての生成元であるので, {zi ⊗ 1}dk

i=0
は

(O≺
k
)ab/tor ⊗Zp QpのQpベクトル空間としての生成元であり, {yi}dk

i=0
は k+

のQpベクトル空間としての生成元である. したがって式 (1)と合わせる
と {yi}dk

i=1
が k+の基底であることがわかる. □
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主定理の証明

主定理の証明

Corollary 11

dk > 1とする. このとき ydk−1は k+の非自明な元である.

Theorem 12

pを奇素数, dk > 1とする. このときある α ∈ Aut(Gk)が存在して,
α+ ∈ Aut(k+)を,復元アルゴリズムによって得られる自然な準同型
Aut(Gk) → Aut(k+)による αの像とするとき,任意の正の整数 nに対して
以下が成立している.

αn
+
, id, (αn

+
− id)2 = 0
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主定理の証明

主定理の証明
Proof: α ∈ Aut(Gk)を,

σ 7→ σ, τ 7→ τ, xi 7→ xi (i = 0, · · · dk − 1), xdk = xdk xdk−1

によって定まる Gkの自己同型とする. これが実際に自己同型になること
は [4], Theorem 7.5.14の後の議論で説明されている. このとき系 11から
ydk−1 , 0であるので,任意の正の整数 nで,

ydk , ydk + nydk−1 = α
n
+

(ydk)

であるので αn
+
, idであることがわかる.

また任意の i = 1, · · · , dkで,

(αn
+
− id)2(yi) = 0

が成立している. このことと {yi}dk

i=1
が k+の基底であることから

(αn
+
− id)2 = 0であることがわかる. □
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主定理の証明

主定理の証明

Lemma 13

k/Qpがガロア拡大であるとする. このとき以下の図式が可換する.

O×
k

k+

Z×p (Qp)+

logk

Nmk Trk

logQp
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主定理の証明

主定理の証明

Lemma 14

k/Qpをガロア拡大とする. また α ∈ Aut(Gk)に対して,復元アルゴリズム
による自然な準同型 Aut(Gk) → Aut(k+), Aut(Gk) → Aut(k×)による αの
像をそれぞれ α+, α×とする. このとき以下の二つの図式が可換する.

(i)

k× Q×p

k× Q×p .

Nmk

α×

Nmk
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主定理の証明

主定理の証明

Lemma 15

(ii)

k+ (Qp)+

k+ (Qp)+.

Trk

α+

Trk

特に α+を制限することでKer(Trk)の自己同型が誘導される. つま
り以下が成立する.

α+(Ker(Trk)) = Ker(Trk)
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主定理の証明

主定理の証明

Proof:
まず初めに (i)については証明は [2], Proposition 4.9, (i)を参照.
次に (ii)の証明を行う. このとき α+, α×の定義から以下の図式が可換する.

O×
k

logk(O×
k
) k+

O×
k

logk(O×
k
) k+

α×

logk

α+ α+

logk
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主定理の証明

主定理の証明

先程の補題達から以下の図式の右側の三角形以外の部分が可換している.

O×
k

logk(O×
k
)

O×
k

logk(O×
k
)

Z×p (Qp)+

logk

α×

Nmk

α+

Trklogk

Nmk
TrklogQp

したがって残った右側の三角形部分も可換する. さらに任意の x ∈ k+に
対して,ある正の整数 nが存在して pnx ∈ logk(O×

k
)であることから補題

が従う. □
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主定理の証明

主定理の証明

Lemma 16

dk = 2とする. このときある α+ ∈ Im(Aut(Gk) → Aut(k+))であって,任
意の正の整数 nで

αn
+

(Qp) , Qp

であるようなものが存在する.

Proof: αを定理 12の自己同型とし, α+をそれによって誘導される
Aut(k+)の元とする. またここで kはある a ∈ Qpを用いて k = Qp(

√
a)

と表される. また α+について α+(Qp) = Qpであるとする. するとある
b ∈ Qpが存在して以下が成立する.

αn
+

(1) = b
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主定理の証明

主定理の証明

また補題 15, (ii)から,ある c ∈ Qpが存在して以下の式が成立する.

αn
+

(
√

a) = c
√

a

したがって任意の x, y ∈ Qpに対して以下の式が成立する.

0 = (αn
+
− id)2(x + y

√
a)

= x(b − 1)2 + y(c − 1)2 √a

したがって b = c = 1であり, αn
+
= idとなり, αn

+
, idに反する. よって

補題は示される. □
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主定理の証明

主定理の証明

Theorem 17

pを奇素数, dk = 2とする. このとき以下が成立する.

NOut(Gk)(Aut(k)) , Out(Gk)

Proof: α ∈ Out(Gk)を定理 16の α ∈ Aut(Gk)の像とし, α+ ∈ Aut(k+)で
αによって誘導される k+の自己同型とする. α ∈ NOut(Gk)(Aut(k))とする.
すると任意の σ ∈ Aut(k)に対して,ある σ′ ∈ Aut(k)が存在して以下の式
が成立する.

ασ′α
−1
= σ
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主定理の証明

主定理の証明

したがって k+についての以下の図式が可換する.

k+ k+

k+ k+

σ′

α+ α+

σ

すると任意の x ∈ Qpに対して, α+(x) = α+(σ′(x)) = σ(α+(x))が成立す
る. σは任意なので α+(x) ∈ Qpを得る. したがって α+(Qp) = Qpとなる
が,これは α+の取り方に反する.

□
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主定理の証明

主定理の証明

Theorem 18

pを奇素数とし, dkを偶数とする. また k/Qpは有限次アーベル拡大とす
る. このとき以下が成立する.

NOut(Gk)(Aut(k)) , Out(Gk)

Proof:
dk = 2のときの結果を用いる. また GQp ⊇ Gkとして考える. このとき,
ある GQp ⊇ G2が存在して, [GQp : G2] = 2かつ, G2 ⊇ Gkであり,さらに
Gkは G2の特性的部分群となる [cf. [2], Theorem F, (i)]. つまり任意の
α ∈ Aut(G2)で α(Gk) = Gkである. またここで k/Qpがアーベル拡大と
いう仮定を使用している.
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主定理の証明

主定理の証明

G2は [GQp : G2] = 2であることからQpのある 2次拡大の絶対ガロア群
と同型であることに注意する.
ここで α ∈ Aut(G2)を定理 16の αとする. このとき Gkが G2の特性的部
分群であるので,制限による以下の自然な準同型が存在している.

ϕ : Aut(G2) → Aut(Gk)

すると ϕ(α)が αと同様に ϕ(α)+(Qp) , Qpを満たすことが分かり,あとは
定理 17の証明と同様にして ϕ(α) < NOut(Gk)(Aut(k))であることが示さ
れる.

□

西尾優 混標数局所体の絶対ガロア群の外部自己同型群の 体論的な部分群の非正規性について27 / 31



主定理の証明
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appendix

Appendix1

今回の研究の結果得られる結果として,以下の定理が成立する.

Theorem 19

k/Qpをアーベル拡大, dkを偶数とする. このときAut(k)のOut(Gk)共役
の集合は無限集合である. 特にOut(Gk)は無限群である.

Proof: αを定理 18の証明の中の ϕ(α)とし, Out(Gk)における像を αとす
る. 正の整数 nに対して αnによる共役 αn

Aut(k)α
−nを考えると，定理 18

の証明から，これらは nが異なれば異なる部分群となる □
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Appendix2

また今回のOut(Gk)に関する考察から以下の系も成立する.

Corollary 20

dk = 2とする. このとき, Z(Out(Gk))の元のAut(Gk)への持ち上げから誘
導された k+の自己同型は自明である.

Proof: β ∈ Z(Out(Gk))とし, β+を復元アルゴリズムによって誘導される
準同型Out(Gk) → Aut(k+)による βの像とする. このとき
Z(Out(Gk)) ⊆ NOut(Gk)(Aut(k))であるので,定理 17の証明と同様の議論
から β+(Qp) = Qpである. また補題 15, (ii)から β+は Trkと可換するので
β+をQp上に制限すると恒等写像であることがわかる.
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Appendix3

またここで α ∈ Out(Gk)を定理 16における Aut(Gk)の元の像としたと
き, β ∈ Z(Out(Gk))であるので αβ = βαが成立している. したがってこれ
らを Aut(k+)で考えると任意の x ∈ Qpに対して

β+(α+(x)) = α+(β+(x)) = α+(x)

となる. しかしここで α+(Qp) , Qpであることと, β+はQp上恒等写像で
あることから, β+は k+の 2つの一次独立なベクトルを恒等に保つことが
分かり, k+上の恒等写像であることがわかる. □
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